IMAGERIE = TOMOGRAPHIE 2D = TOMOGRAPHIE 3D  INTERPOLATIONS = SEGMENTATION

‘Mathématiques appliquées
& meédecine nucléaire :
quelques ponts

Denis Mariano-Goulart

Faculté de médecine et CHRU
Montpellier
d-mariano_gouIart@chu-montpellier.fr< |




Résumeé

Depuis la conception du premier "scanner"”, a la fin des années
1960, les techniques d'imagerie meédicale ont grandement
bénéficié de I'apport de nombreux outils de mathématiques
appliquées et de traitement du signal numeérique, tant dans le
domaine de la reconstruction (tomographie, images
paramétriques) que de l'analyse d'images (segmentation,
modeélisations). Aprés une breve présentation des diverses
modalités de l'imagerie médicale et des bases de Ia
reconstruction tomographique, I'exposé insistera sur quelques
travaux recents meneés lors de collaborations entre
mathématiciens et meédecins dans les domaines de |la
regularisation de problemes inverses linéaires, de |Ia
modélisation de données bruitées ou de la segmentation
d'images médicales. Quelques pistes d'éventuelles nouvelles
collaborations seront suggérees au fil de I'expose.
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TEMP (SPECT)

P=Rf, +R.f, +. ..+ R.f

n

résolution = cm
bruit de Poisson
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TEP (PET-SCAN)
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TOMOGRAPHIE 2D

Modéelisation analytique

t 42

N

p(@,5)=p,(s) = [f(sw +t@)dt

(R™p) (%)= j p(@ & x)do

0=0

S
Natterer F. The mathematics of computerized tomography. New York: Wiley; 1986. 1
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héoreme de la projection

A

A

A

J a

p,(9)=[fsw +t@)dt

t
P(0)= p,(9.e™7ds

=[[f(sw +t@)e ™ dtds

st

D.(c)= .’ j f(x)e %% dx

p.(c)=f(c.co® ,c.si0)= f(G.CT)D)

Johann Radon, “ Uber die Bestimmung von Funktioneahdilnre Integralwerte langs gewisser Mannigfaltig® Ber. Verh. Sach. Akad. 69 (1917), 282.
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Théoreme de la projection
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TOMOGRAPHIE 2D INTERPOLATIONS
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A Averbuch, RR Coifman, DL Donoho, M Elad, M Israeli. Appl Comput Harmon Anal. 2006; 21:145-167
O Levi, O Harari, Ronen Peretz. 2007. The Fast Octa-Polar Fourier Transform and its expansion to an accurate discrete radon transform



@ TFD

Fast Fourier Transform (FFT)

§(v) = Zs(k)e ) = Zs(k) Wy

2.7 N N
N N N
W — N —e wES: 2 - 2
S(V) =) s(2k).W2k S(2k +1).W KDY
—cos(z—) j.SIn— 277 kzo Z
N, ﬂ
2 2
Zs(Zk)WZ"" +W"Zs(2k+1)W2kV
k=0 k=0
N, N,
2 2
=) s(2K)WET, + Wy D) sk + 1)WY,

k=0 k=0



@ TFD

Fast Fourier Transform (FFT)
! cos%) = j.sin(z%)

S(v)=G(V )+W.H ()

— ~

TF sur N points TF sur N/2 points

1 -J. 2—”1/
TF sur 2 points: &v)=>'s(kle " 2" =s(0)+(-1)"s()
k=0

Complexite N2 - N.log, N (5122 -, 512x9 i.e 57 fois moins)




@ TFD

Algorithme FFT

TF sur 8 points

TF sur 2 points

Réorganisation pour TF sur 4 points

Réorganisation pour TF sur 8 points
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Rétroprojection filtrée
- HR)=]ff e

— (0 CDD)ei“DD'X ‘G‘ do db

1887-1956




Rétroprojection filtrée

f(x)=(R"p) (%)

Projections sur 180°

N
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Rétroprojection filtrée
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N

fi | f,

ps=r3; 1+ r3sf;

» Pr=rifirr, fo
fs fo > P2=rosfs+ry,f,

v
l Ps=rapfo+ryqsfy

Modélisation algébrique

/r1,1r1,2 3 I'1,4\ (fl\ (01\
Lalohslhs | | )
lalohala || Ts D3

\J4,114.214.314.4 Y \P4)

r; = % du pixel j intersecté par la projection i

Rf=p

by=ryi4pP1+r34P;3

Do=T1o P+ 5Py <+ P1

D3=Try3 P+ r33P;3

by =154 P+ 144 Ps[* P2

(r1,1r2,1r3,1r4,1\ /pl\ 31\
haloolaalaz | | P2 2| D
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Algebraic Reconstruction Technique

N A
f2 A
} S Bripi=rgfirrg, £
ERN> e %) e
- (r, d fi J";fz‘f?\
2 o (1) -
ik > ¢ D, 1p=rayfi+rs, fs |
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f n = fn 4+ — 5
o

frer= o+ R (p.-pi)

Kaczmarz S. Angenahrte Auflésung von Systemen linearer Gleichungen. Bull Int Acad Pol Sci Lett A 1937;35:355-7.
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MLEM et OSEM

Maximiser log[P(p'/f)] = log
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Probleme bien conditionné ?

N
\J

v En continu : R opérateur bijectif d'inverse
continue (Hadamard).

v En discret :
= surjectivité ('R.Rf =Af='Rp=4

+ qui revient a minimiser HRf pH
= R injectif ? choix parmi le solutions (initialisation)

= R! continue mais ||R|| grande : «(R)=|R]|R’ ||— max

< «R) {SH SR}

1P LA R

—
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Regularisation

—

f 2+0c.f 2} o (R*R+ocl)f =R'p

\ J -
\ " f=(R'R+al)'R’
SurjeCtIVIte |njeCt|V|te

of =argmin { p-
f

o P(f /p) = P(p/f). (f)/P(R) = P(B/f). A(f)

- argmin, |- logP(/f —

Adequation aux données régularisation
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Gradient conjugué

f:argmrpinH Af -G

2

d°=7o= A".q

P ]

o'=
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Matrice de Galerkine

O
<dJR* R. dJ‘>
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Analyse numérique matricielle appliqguée a I'art de I'ingénieur. P. Lascaux & R. Théodor (II). MASSON
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Régularisation statistique

F’(’f /%) = P/f). P(F)/P(p) = P(R/f). P(f)
f =argmin. [ IogP(p/f) log P(f)]

—B. Zwi’j.v(fi -f, )

Distribution de Gibbs : P(f) = %

f = argmin{— log P(ﬁ/f)+ B> w, V(f; -f, )}

l, ] V'(r)
MAP-EM-OSL /T\
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Controle de convergence

N
\J

A
R: max
R)="

Evaluation de la stabilité : «

min

Erreur inverse (backward error) :

a(i):|\64|\ig] <I\/|ax£ Hé(f‘“ H%quj/(A%A) 7(:6|+6a}
, 0Q L
o lA x-a
S(X)_(XHXH"'B ]
- - r
B=0, o3 =0 et a=|a|= ¢ =i,

D Mariano-Goulart, P Maréchal, S Gratton, L Giraud, M Fourcade. Comput Med Imaging Graph 2007; 31:502-9
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Régularisation ?
‘ f =argmin { HL(E)) - RFHZ +HH(F)H2}
fOC
f:argmin{—log P(|3/f)+[32lwi,jV(fi -f. )}
Ny
o Estimation du spectre et de |’erreur possibles.

e ChoixoptimaldeL, Hp3.w,V ?
e Pour ce choix, fréequences a l'itérationi?

N

i, '.'i. i

MLEM 200

D Mariano-Goulart, P Maréchal, S Gratton, L Giraud, M Fourcade. Comput Med Imaging Graph 07 & Lect Notes Comput Sci. 04
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Statistiques dans les coupes ?

S = (R*R + H*H)! R*

dF:Sdp’:»\

Alternatives ? :

dFHs

Covldf )= S.Cov(c

S |dp|

\
p) .S

- tomographie par intervalles
(intégrales de Choquet).
- rapports de vraissemblances

A. Rico, O. Strauss, D. Mariano-Goulart. Fuzzy Sets and Systems 2009; 160(2):198-211
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Une piste ?...
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PrOJectlon par intervalle & bruit

10, 9, =0
ol

1
115 /
7 /o/ 10
< & Fhruit A
7 5, =115-103=12 ~ |12,
145
1 < + bruit x3
7 62 =14.5-11=3.5= 381

103




N

TOMOGRAPHIE 2D

Projection par intervalle

S= (1.4+2.2+3.2)/8=1.8  S= (3.442.3+1.1)/8=2.4
[S]=[1.8,2.4]
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Modélisation rigoureuse

N

# Intégrale de Choquet asymeétrique par
rapport a une capacité

# Nos résultats montrent un lien fort
entre le bruit dans la coupe et le
diametre de l'intervalle reconstruit

# La prise de décision a un niveau p
donné reste un probleme ouvert...

A. Rico, O. Strauss, D. Mariano-Goulart. Fuzzy Sets and Systems 2009; 160(2):198-211
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TOMOGRAPHIE 3D

un peu difficile a appliquer...

|
] .
N S
T4 7 . B THe
1- Condition d’Orlov : NJ ..
B S
f,-" . -
J)/ “\“-L
:in £,
-\.H\- J,‘r
A
1 "
\‘;'::\k )r{rt
\\. A
-\\f

Si Q contient au moins un cercle equatorial de S

(ou si Q intersecte tout cercle équatorial de S)

De0Q0S, Onda", B, Mn)=fM)

SS. Orlov. Sov.Phys. Crystallogr., Vol 20, 3:312-4 et 4:429-433



TOMOGRAPHIE 3D

... plutot difficile a appliquer...

i 1- Condition d’Orlov

N

2 - si les projections ne sont pas tronquées (projections completes)

N T W)

) L

3 — moyennant une interpolation 3D dans le domaine des frequences

f)(é’l ,52): f(fl cosgsing— ¢, sind, &, singdsing+ &, cosd,—¢&, cosg)
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Synthese de projections compléetes

XB* p(s, ¢, z = (xA;+2B,)/2, 6= tg 6) : 4 parametres, 3 ddl

N

F Ben Bouallegue, JF Crouzet & D Mariano-Goulart, IEEE Trans Med Imaging 07 & Ann Nucl Med 09
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Synthese de projections compléetes
A p(s, @z = (XA3+285)/2, 8= tg 6) %TF_—;

N

plo.k,7,0)=e" p(xo.k,Z,0)
ACD:k{arctg(éij—arctg(ifj}, 0>0'
o XO

X:J 1+ (62 - 52) S

g

Y

F Ben Bouallegue, JF Crouzet & D Mariano-Goulart, IEEE Trans Med Imaging 07 & Ann Nucl Med 09
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Synthese de projections completes

A p(s, @ z = (XA3+253)/2, 8= tg 6) TE3

N

plo.k,7,0)=e™ p(xo.k,Z,0"

ACD:k{arctg(ng—arctg(;—;Zj}, 0>0'
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y p(o,k, z,0)= ﬁ(a,k,z—k(d;al),d'j

F Ben Bouallegue, JF Crouzet & D Mariano-Goulart, IEEE Trans Med Imaging 07 & Ann Nucl Med 09



TOMOGRAPHIE 3D  INTERPOLATIONS

Optimisation de l'interpolation
. (61.62)=

V

1 & &
Siosing | v tard  sin tang 23

F Ben Bouallegue, JF Crouzet & D Mariano-Goulart, CR Physique 05 & Comput Med Imag. Graphics 08.
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Réponse d'un collimateur

L B

D=10 cm ZRi

D=5 cm — ;
Collimateur Detecteur

h(r) =< 2.arccoEﬂj—/]_r_ 1_(ﬂj ) = L
i : ? R(L+D +B)

lIEHR :L=4,1cm ;B=0,64cm; R=0,19cm ; € = 0,065

Quantitative Analysis in Nuclear Medicine Imaging, Springer US. 2006; CE Metz. Phys Med Biol 1990; 35.



SEGMENTATION

« Effet de volume partiel »

/\

O

ACQUISITION
signal { ac‘uwte 0
. J‘ |_|\/|H2 dz 1 sl
0.4
0.2
pente = 0.9
dU o e e e e e e e by ey ey g |
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4,

e/ LMH

JR Galt et al. «Effects of myocardial wall thichness on SPECT quantification». IEEE TMI 1990;9



SEGMENTATION

Squelette

<’Soit X=U X une réunion de régions compactes disjointes.
On définit la zone d'influence de X, : SKIZ
1Z(X,)={ x,d(x,X,) <d(xX\X,)} =
°[ O
le squelette par zones d'influences de X :

SKIZ(X) =X \UIZ(X,)

| SK
et le squelette de X :

K (X) =1 xOX, Op,p) 00X2,p # p'/d(x,0X) = d(sp) = d(sp’)]

J. Serra. Image Analysis & Mathematical Morphology. Academic Press. Vol 1(1982) et 2 (1988).
M. Schmidt & J. Mattioli. « Morphologie Mathématique ». 1994. Masson.




SEGMENTATION

Squelette : proprieté

TK(X) ={ xOX, Qp,p) 00X?, p2 pld(x,dX) =d(sp) =d(sp)}
KIZ(X) =X \U{ x,d(x,X,) <d(x,X\X,)]

o B

KIZ(X) N SK(X©)
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SEGMENTATION

Ligne de partage des eaux

Soit f de classe C1/ f(m)= 0 si m est un minimum local.
On définit :

LPE(f) ={x,C(m,m")minimalocaux/d (x,m) = d, (x,m')}

b
ou ; d, (a,b) =inf j I0f (1, (9))| s

U

il i 1.Ir’ |,'.J" ';'.”T-' "
..-f'*f"if‘f'f&"i‘ﬁ\@%%ﬁfffﬁ

Propriete : la LPE est un SKIZ(U{m}) pour d;



SEGMENTATION

Intérét en segmentation
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-5q(f€) amincissements...

SEGMENTATION

L

\

fo

101

10 -1 i,- =fmax SI  fma<f i,- < fmin
13 _J( ) ®)

Mariano-Goulart et al. Eur J Nucl Med 1998; 22:1300-07



SEGMENTATION

0
LPE=| fo| 1
0
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SEGMENTATION

Alternative: immersion

barrage en construction

nivean de l'eau

Minima




SEGMENTATION

TOI\/IO VENTRICULOGRAPHIE

(£ HH affi =] [x]

Fichier

zelection de 1'image

1] —ogy  Z00H]
| | ]

ﬂ - |

F. Ben Bouallegue et D.Mariano-Goulart. Eur J Nucl Med 1998-2001-J Nucl Med 2001-2007



INTERPOLATIONS

'DEBRUITAGE

N
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L] -

H1 H1+H2 H1+H2+H3




N

INTERPOLATIONS

AJUSTEMENT D'UN MODELE

P(t)

P(t)
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' AJUSTEMENT D’UN MODELE

A

(1
B
B
:‘.
3
E
1
(1
K

P(t)

Q(t)

—

7
i/
7
\/i’

D(t) = P[Q(D)]
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AJUSTEMEN

INTERPOLATIONS

T D'UN MODELE

Acquisition bruitee (t, A,)
e A= P(u)

TESest

A, = D(ty) = P[ Q(t)]
Q(ty) =y,




INTERPOLATIONS

RESULTATS

H1 H1+H?2 H1+H2+H3 D(t)

C. Caderas de Kerleau et D. Mariano-Goulart, IEEE Trans Med Imaging 2004




SEGMENTATION

ANALYSE 3D DE CTA LOCALES

o 200 400 600 800
X
.

358 EHY

D.Mariano-Goulart et al. J. Nucl Med 2007
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La collaboration Médecine-13M
& Depuis 2003

+ JF Crouzet, F Ben Bouallegue, B Mohammadi
+ O Strauss, P. Maréchal, D Mariano-Goulart

# 8 articles internationaux (IF=1-4)
# 3 conférences internationales

# 5 theses de sciences
+ JL Bernon (2000), C Caderas de Kerleau (2003)
+ Y Saesor(2007), F Ben Bouallegue (2009), D Hoa...

N
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Merci pour votre attention...




